
方程式 8x4 + 6x2y2 − 5y4 = z2の整数解

大塚美紀生

ディオファントス方程式 x4 + 12x2y2 + y4 = z2を解く過程において，方程式
8x4 + 6x2y2 − 5y4 = z2

が現れる注1が，本稿ではこの方程式の解の構造について考察する。

定理 正の整数 xと正の奇数 y, z
注2が方程式

8x4 + 6x2y2 − 5y4 = z2

を満たすならば，x = yである。

定理の証明

8x4 + 6x2y2 − 5y4 = z2 (1)
かつ

x �= y

を満たす自然数の組 (x, y, z) (y, zは奇数)が存在するとすれば，その中で
xが最小

となるものが存在するはずである。そう仮定して議論を進めることにする。

gcd(x, y) = dとすると，(1)より d4 | z2となるから
x = dx1, y = dy1, z = d2z1

を満たす自然数 x1, y1, z1が存在して
8x1

4 + 6x1
2y1

2 − 5y1
4 = z1

2

が成り立つ。 xの最小性より d = 1となるから，
xと yは互いに素

である。

8x4 + 6x2y2 − 5y4 = (2x2 − y2)(4x2 + 5y2)
と因数分解されることに注目する。 yは奇数であるから

gcd(2x2 − y2, y2) = gcd(2x2, y2) = gcd(x2, y2) = 1
であることを用いて，

4x2 + 5y2 = 2(2x2 − y2) + 7y2

より
gcd(2x2 − y2, 4x2 + 5y2) = gcd(2x2 − y2, 7y2)

= gcd(2x2 − y2, 7)
= 1 または 7

であるから，(1)より
(2x2 − y2, 4x2 + 5y2, z) = (a2, b2, ab)または (7a2, 7b2, 7ab)
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を満たす互いに素な正の奇数 a, bが存在する。ここで，xが偶数ならば
4x2 + 5y2 ≡ 5 (mod 8),

xが奇数ならば
2x2 − y2 ≡ 2 − 1 ≡ 1 (mod 8), 4x2 + 5y2 ≡ 4 + 5 ≡ 1 (mod 8)

であるから，xと yはともに奇数であり，
2x2 − y2 = a2 (2)
4x2 + 5y2 = b2 (3)

である場合に限られる。
(2)を変形すると

x2 =
y2+ a2

2
=

( y + a

2

)2
+

( y− a

2

)2
(4)

y + a

2
と

y− a

2
が共通の素因数 pをもつとすれば，

p | y かつ p2 |x2

より p |x かつ p | y が成り立って互いに素であることに反するから，
y + a

2
と

y− a

2
は互いに素

である。 x �= yの仮定のもとでは，(2)より
y �= a

であるから，(4)にピタゴラス方程式の定理注3を適用すると

x = m2 + n2,
y + a

2
= m2 − n2,

|y− a |
2

= 2mn

または

x = m2 + n2,
y + a

2
= 2mn,

|y− a |
2

= m2 − n2

を満たすような偶奇の異なる互いに素な自然数m, nが存在する。必要ならば，mと n

を入れかえることにより
x = m2 + n2 (5)
y = m2 − n2 ± 2mn (6)

と表されるとしてよい。
(3)を変形すると

b2 − 4x2 = (b + 2x)(b − 2x) = 5y2 (7)
b + 2xと b − 2xが共通の素因数 pをもつとすれば，

p | 4x かつ p2 | 5y2

が成り立つが，p2 | 5y2より p | y となって pは奇素数であり，p |x かつ p | yが成り
立って互いに素であることに反するから，

b + 2xと b − 2xは互いに素
である。よって，(7)より

(b + 2x, b − 2x, y) = (5k2, �2, k�)または (�2, 5k2, k�)
を満たす互いに素な正の奇数 k, �が存在し，
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4x = |5k2 − �2 | (8)
y = k� (9)

(5), (6), (8), (9)をもとに，
4xが 5k2 − �2であるか �2 − 5k2であるか，
yが m2 − n2 + 2mn であるか m2 − n2 − 2mn であるか

によって 4つに場合分け注4して考えていくことにする。

Case 1
4x = 4(m2 + n2) = 5k2 − �2 (10)
y = m2 − n2 + 2mn = k� (11)

IA mが奇数のとき
(10) + (11) × 4 より

8m2 + 8mn = 5k2 + 4k� − �2

2m(m + n) = k + �

2
5k − �

2

gcd
(
m,

k + �

2

)
= s とおくと，sは正の奇数であり，

m = st,
k + �

2
= su (12)

を満たす互いに素な自然数 t, u (tは奇数)が存在する。

2t(m + n) = u
5k − �

2
より

2(m + n) = uv,
5k − �

2
= tv (13)

を満たす自然数 vが存在する。
su + tv = 3k

は奇数であるから，(s, tが奇数であることより)
u �≡ v (mod 2) (14)

(12), (13)より

m = st, n = uv

2
− st, k = su + tv

3
, � = 5su − tv

3
(10)に代入して

4s2 t2 + (uv − 2st)2 =
5(su + tv)2 − (5su − tv)2

9

= −20s2u2 + 20stuv + 4t2v2

9

9
(
2s2 t2 − stuv + u2v2

4

)
= −5s2u2 + 5stuv + t2v2
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(18t2 + 5u2)s2 − 14stuv + 9u2 − 4t2

4
v2 = 0 (15)

(18t2 + 5u2)
(

s
v

)2 − 14 tu
s
v

+ 9u2 − 4t2

4
= 0

2次方程式が有理数解 s
v
をもつから

1
4

(判別式) = 49 t2u2 − (18t2 + 5u2) 9u2 − 4t2

4

= 1
4

{
(18t2 + 5u2)(4t2 − 9u2) + 196 t2u2

}

= 1
4

(72 t4 + 54 t 2u2 − 45u2)

= 9
4

(8t4 + 6t2u2 − 5u4)

は有理数の平方であり，

8t4 + 6t2u2 − 5u4 = w2

を満たす自然数 wが存在する。ここで，uが奇数であるとすれば，(12), (5)より
t � st = m � m2 < m2 + n2 = x

となって，(1)が成り立つときの xの最小性に反するから，
uは偶数

である。すると，(14)より
vは奇数

である。このとき，(15)を書き直すと
20s2 + 9v2

4
u2 − 14stuv + (18s2 − v2) t2 = 0

20s2 + 9v2

4

(
u
t

)2 − 14sv
u
t

+ 18s2 − v2 = 0

2次方程式が有理数解 u
t
をもつから

1
4

(判別式) = 49s2v2 − 20s2 + 9v2

4
(18s2 − v2)

= 1
4

{
(20s2 + 9v2)(v2 − 18s2) + 196s2v2

}

= 1
4

(9v4 + 54s2v2 − 360s4)

= 9
4

(v4 + 6s2v2 − 40s4)

は有理数の平方であり，
v4 + 6s2v2 − 40s4 = w2

を満たす自然数 wが存在する。ところが，s, vはともに奇数であるから
v4 + 6s2v2 − 40s4 ≡ 1 + 6 − 0 ≡ 7 (mod 8)

となって w2 ≡ 0, 1, 4 (mod 8)であることと矛盾する。
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IB nが奇数のとき
(10) − (11) × 4 より

8n2 − 8mn = 5k2 − 4k� − �2

2n(n − m) = 5k + �

2
k − �

2

gcd
(
n,

5k + �

2

)
= s とおくと，sは正の奇数であり，

n = st,
5k + �

2
= su (16)

を満たす互いに素な自然数 t, u (tは奇数)が存在する。

2t(n − m) = u
k − �

2
より

2(n − m) = uv,
k − �

2
= tv (17)

を満たす 0でない整数 vが存在する。
su + tv = 3k

は奇数であるから，(s, tが奇数であることより)
u �≡ v (mod 2) (18)

(16), (17)より

n = st, m = st − uv

2
, k = su + tv

3
, � = su − 5tv

3
(10)に代入して

4s2 t2 + (2st − uv)2 =
5(su + tv)2 − (su − 5tv)2

9

= 4s2u2 + 20stuv − 20 t 2v2

9

9
(
2s2 t2 − stuv + u2v2

4

)
= s2u2 + 5stuv − 5t2v2

20 t 2 + 9u2

4
v2 − 14stuv + (18 t 2 − u2)s2 = 0 (19)

20 t 2 + 9u2

4

(
v
s

)2 − 14tu
v
s

+ 18 t 2 − u2 = 0

2次方程式が有理数解 v
s
をもつから

1
4

(判別式) = 49 t 2u2 − 20 t 2 + 9u2

4
(18 t 2 − u2)

= 1
4

{
(20 t 2 + 9u2)(u2 − 18 t 2) + 196 t 2u2

}

= 1
4

(9u4 + 54 t 2u2 − 360 t 4)
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= 9
4

(u4 + 6t2u2 − 40 t 4)

は有理数の平方であり，
u4 + 6t2u2 − 40 t 4 = w2

を満たす自然数 wが存在する。ここで，uが奇数であるとすれば
u4 + 6t2u2 − 40 t 4 ≡ 1 + 6 − 0 ≡ 7 (mod 8)

となって w2 ≡ 0, 1, 4 (mod 8)であることと矛盾するから，
uは偶数

である。すると，(18)より
vは奇数

である。このとき，(19)を書き直すと

(18s2 + 5v2)t2 − 14stuv + 9v2 − 4s2

4
u2 = 0

(18s2 + 5v2)
(

t
u

)2 − 14sv
t
u

+ 9v2 − 4s2

4
= 0

2次方程式が有理数解 t
u
をもつから

1
4

(判別式) = 49s2v2 − (18s2 + 5v2) 9v2 − 4s2

4

= 1
4

{
(18s2 + 5v2)(4s2 − 9v2) + 196s2v2

}

= 1
4
(72s4 + 54s2v2 − 45v4)

= 9
4

(8s4 + 6s2v2 − 5v4)

は有理数の平方であり，
8s4 + 6s2v2 − 5v4 = w2

を満たす自然数 wが存在する。いま vは奇数であるから，(16), (5)より
s � st = n � n2 < m2 + n2 = x

となって，(1)が成り立つときの xの最小性に反する。

Case 2
4x = 4(m2 + n2) = �2 − 5k2 (20)
y = m2 − n2 + 2mn = k� (21)

IIA mが奇数のとき
(20) + (21) × 4 より

8m2 + 8mn = �2 + 4k� − 5k2

2m(m + n) = � + 5k

2
� − k

2
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gcd
(
m,

� + 5k

2

)
= s とおくと，sは正の奇数であり，

m = st,
� + 5k

2
= su (22)

を満たす互いに素な自然数 t, u (tは奇数)が存在する。

2t(m + n) = u
� − k

2
より

2(m + n) = uv,
� − k

2
= tv (23)

を満たす自然数 vが存在する。
su − tv = 3k

は奇数であるから，(s, tが奇数であることより)
u �≡ v (mod 2) (24)

(22), (23)より

m = st, n = uv

2
− st, k = su − tv

3
, � = su + 5tv

3
(20)に代入して

4s2 t2 + (uv − 2st)2 =
(su + 5tv)2 − 5(su − tv)2

9

= −4s2u2 + 20stuv + 20 t 2v2

9

9
(
2s2 t2 − stuv + u2v2

4

)
= −s2u2 + 5stuv + 5t2v2

(18t2 + u2)s2 − 14stuv + 9u2 − 20 t 2

4
v2 = 0 (25)

(18t2 + u2)
(

s
v

)2 − 14 tu
s
v

+ 9u2 − 20 t 2

4
= 0

2次方程式が有理数解 s
v
をもつから

1
4

(判別式) = 49 t 2u2 − (18t2 + u2) 9u2 − 20 t 2

4

= 1
4

{
(18t2 + u2)(20 t 2 − 9u2) + 196 t 2u2

}

= 1
4

(360 t4 + 54 t2u2 − 9u4)

= 9
4

(40 t4 + 6t2u2 − u4)

は有理数の平方であり，
40 t4 + 6t2u2 − u4 = w2

を満たす自然数 wが存在する。ここで，uが奇数であるとすれば，
40 t4 + 6t2u2 − u4 ≡ 0 + 6 − 1 ≡ 5 (mod 8)
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となって w2 ≡ 0, 1, 4 (mod 8)であることと矛盾するから，
uは偶数

である。すると，(24)より
vは奇数

である。このとき，(25)を書き直すと
4s2 + 9v2

4
u2 − 14stuv + (18s2 − 5v2) t2 = 0

4s2 + 9v2

4

(
u
t

)2 − 14sv
u
t

+ 18s2 − 5v2 = 0

2次方程式が有理数解 u
t
をもつから

1
4

(判別式) = 49s2v2 − 4s2 + 9v2

4
(18s2 − 5v2)

= 1
4

{
(4s2 + 9v2)(5v2 − 18s2) + 196s2v2

}

= 1
4

(45v4 + 54s2v2 − 72s4)

= 9
4

(5v4 + 6s2v2 − 8s4)

は有理数の平方であり，
5v4 + 6s2v2 − 8s4 = w2

を満たす自然数 wが存在する。ところが，s, vはともに奇数であるから，
5v4 + 6s2v2 − 8s4 ≡ 5 + 6 − 0 ≡ 3 (mod 8)

となって w2 ≡ 0, 1, 4 (mod 8)であることと矛盾する。

IIB nが奇数のとき
(20) − (21) × 4 より

8n2 − 8mn = �2 − 4k� − 5k2

2n(n − m) = � + k

2
� − 5k

2

gcd
(
n,

� + k

2

)
= s とおくと，sは正の奇数であり，

n = st,
� + k

2
= su (26)

を満たす互いに素な自然数 t, u (tは奇数)が存在する。

2t(n − m) = u
� − 5k

2
より

2(n − m) = uv,
� − 5k

2
= tv (27)

を満たす 0でない整数 vが存在する。
su − tv = 3k
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は奇数であるから，(s, tが奇数であることより)
u �≡ v (mod 2) (28)

(26), (27)より

n = st, m = st − uv

2
, k = su − tv

3
, � = 5su + tv

3
(20)に代入して

4s2 t2 + (2st − uv)2 =
(5su + tv)2 − 5(su − tv)2

9

= 20s2u2 + 20stuv − 4t2v2

9

9
(
2s2 t2 − stuv + u2v2

4

)
= 5s2u2 + 5stuv − t2v2

9u2 + 4t2

4
v2 − 14stuv + (18t2 − 5u2)s2 = 0 (29)

9u2 + 4t2

4

(
v
s

)2
+ 14 tu

v
s

+ 18t2 − 5u2 = 0

2次方程式が有理数解 v
s
をもつから

1
4

(判別式) = 49 t2u2 − 9u2 + 4t2

4
(18t2 − 5u2)

= 1
4

{
(9u2 + 4t2)(5u2 − 18 t2) + 196 t 2u2

}

= 1
4

(45u4 + 54 t2u2 − 72 t4)

= 9
4

(5u4 + 6t2u2 − 8t4)

は有理数の平方であり，
5u4 + 6t2u2 − 8t4 = w2

を満たす自然数 wが存在する。ここで，uが奇数であるとすれば，
5u4 + 6t2u2 − 8t4 ≡ 5 + 6 − 0 ≡ 3 (mod 8)

となって w2 ≡ 0, 1, 4 (mod 8)であることと矛盾するから，
uは偶数

である。すると，(28)より
vは奇数

である。このとき，(29)を書き直すと

(18s2 + v2) t2 − 14stuv + 9v2 − 20s2

4
u2 = 0

(18s2 + v2)
(

t
u

)2 − 14sv
t
u

+ 9v2 − 20s2

4
= 0

2次方程式が有理数解 t
u
をもつから
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1
4

(判別式) = 49s2v2 − (18s2 + v2) 9v2 − 20s2

4

= 1
4

{
(18s2 + v2)(20s2 − 9v2) + 196s2v2

}

= 1
4

(360s4 + 54s2v2 − 9v4)

= 9
4

(40s4 + 6s2v2 − v4)

は有理数の平方であり，
40s4 + 6s2v2 − v4 = w2

を満たす自然数 wが存在する。ところが，s, vはともに奇数であるから，
40s4 + 6s2v2 − v4 ≡ 0 + 6 − 1 ≡ 5 (mod 8)

となって w2 ≡ 0, 1, 4 (mod 8)であることと矛盾する。

Case 3
4x = 4(m2 + n2) = 5k2 − �2 (30)
y = m2 − n2 − 2mn = k� (31)

IIIA mが奇数のとき
(30) + (31) × 4 より

8m2 − 8mn = 5k2 + 4k� − �2

2m(m − n) = k + �

2
5k − �

2

gcd
(
m,

k + �

2

)
= s とおくと，sは正の奇数であり，

m = st,
k + �

2
= su (32)

を満たす互いに素な自然数 t, u (tは奇数)が存在する。

2t(m − n) = u
5k − �

2
より

2(m − n) = uv,
5k − �

2
= tv (33)

を満たす 0でない整数 vが存在する。
su + tv = 3k

は奇数であるから，(s, tが奇数であることより)
u �≡ v (mod 2)

(32), (33)より

m = st, n = st − uv

2
, k = su + tv

3
, � = 5su − tv

3
(30)に代入して
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4s2 t2 + (2st − uv)2 =
5(su + tv)2 − (5su − tv)2

9
ここから先は，IAと全く同じ議論で矛盾が導かれる。

IIIB nが奇数のとき
(30) − (31) × 4 より

8n2 + 8mn = 5k2 − 4k� − �2

8n(n + m) = 5k + �

2
k − �

2

gcd
(
n,

5k + �

2

)
= s とおくと，sは正の奇数であり，

n = st,
5k + �

2
= su (34)

を満たす互いに素な自然数 t, u (tは奇数)が存在する。

8t(n + m) = u
k − �

2
より

2(n + m) = uv,
k − �

2
= tv (35)

を満たす自然数 vが存在する。
su + tv = 3k

は奇数であるから，(s, tが奇数であることより)
u �≡ v (mod 2)

(34), (35)より

n = st, m = uv

2
− st, k = su + tv

3
, � = su − 5tv

3
(30)に代入して

4s2 t2 + (uv − 2st)2 =
5(su + tv)2 − (su − 5tv)2

9
ここから先は，IBと全く同じ議論で矛盾が導かれる。

Case 4
4x = 4(m2 + n2) = �2 − 5k2 (36)
y = m2 − n2 − 2mn = k� (37)

IVA mが奇数のとき
(36) + (37) × 4 より

8m2 − 8mn = �2 + 4k� − 5k2

2m(m − n) = � + 5k

2
� − k

2
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gcd
(
m,

� + 5k

2

)
= s とおくと，sは正の奇数であり，

m = st,
� + 5k

2
= su (38)

を満たす互いに素な自然数 t, u (tは奇数)が存在する。

2t(m − n) = u
� − k

2
より

2(m − n) = uv,
� − k

2
= tv (39)

を満たす 0でない整数 vが存在する。
su − tv = 3k

は奇数であるから，(s, tが奇数であることより)
u �≡ v (mod 2)

(38), (39)より

m = st, n = st − uv

2
, k = su − tv

3
, � = su + 5tv

3
(36)に代入して

4s2 t2 + (2st − uv)2 =
(su + 5tv)2 − 5(su − tv)2

9
ここから先は，IIAと全く同じ議論で矛盾が導かれる。

IVB nが奇数のとき
(36) − (37) × 4 より

8n2 + 8mn = �2 − 4k� − 5k2

2n(n + m) = � + k

2
� − 5k

2

gcd
(
n,

� + k

2

)
= s とおくと，sは正の奇数であり，

n = st,
� + k

2
= su (40)

を満たす互いに素な自然数 t, u (tは奇数)が存在する。

2t(n + m) = u
� − 5k

2
より

2(n + m) = uv,
� − 5k

2
= tv (41)

を満たす自然数 vが存在する。
su − tv = 3k

は奇数であるから，(s, tが奇数であることより)
u �≡ v (mod 2)

(40), (41)より
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n = st, m = uv

2
− st, k = su − tv

3
, � = 5su + tv

3
(36)に代入して

4s2 t2 + (uv − 2st)2 =
(5su + tv)2 − 5(su − tv)2

9
ここから先は，IIBと全く同じ議論で矛盾が導かれる。

以上によりすべての場合が尽くされ，定理が証明された。 �

注 1 もちろん，解き方によっては現れない可能性もある。しかし，ディオファント
ス方程式 x4 + 12x2y2 + y4 = z2に関連することだけに意味があるのではなく，こ
の定理自体の意味合いや証明の手法の中にも独自の興味深さが感じられる。

注 2 yが偶数のときは，23 | z2より zは 4で割れ，
y = 2u, z = 4v (u, vは自然数)

と表すことができるから，本稿の方程式は
x4 + 3x2u2 − 10u4 = 2v2

と姿を変えてしまう。 yが奇数ならば，必然的に zも奇数となる。

注 3 互いに素な自然数 x, y, zがピタゴラス方程式
x2 + y2 = z2

を満たすとき，
x = m2 − n2, y = 2mn, z = m2 + n2

または
x = 2mn, y = m2 − n2, z = m2 + n2

であるような偶奇が異なる互いに素な自然数m, nが存在する。
証明は読者に委ねるが，必要ならば [ 1 ] pp.20− 22 などを参照されるとよい。

注 4 4つの場合というには，あくまでも (8)における絶対値のはずれ方と (6)におけ
る複号の選び方によるものである。既にmと nの対称性は盛り込まれているので，
各場合において mが奇数か nが奇数かで場合を分ける必要があり，さらに途中で
出てくる偶奇の異なる u, vについての場合分けも行なうので，実際には 16通りに
場合分けして考察する。ただし，u, vの場合分けについては，[ 4 ]と同様のアイデ
アによりひとまとめに考えることができ，また，後半は前半と同じ議論の繰り返し
となるので，実質的にはかなり少ない労力で済むことになる。
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