
2026年 １月

入 試 直 前 模 試
理 系

1. 制限時間は 120分が目安です。受験大学にあわせて設定は適当に変更して
下さい。

2. 出題範囲は一般の国公立大学理系と同じです。理系でも，志望大学の出題
範囲が数学 II Bまでの人は，文系の問題を解いてください。

3. 難問，易問を排し，すべての問題を標準レベルにそろえてあります。

4. 問題は 2ページから 6ページまで 5題，そのあとに解答が続きます。

5. 単に実力を試してみるだけでなく，解き切れなかった問題をよく復習する
ことによって，実際の入試に役立てて下さい。

6. 文系の冊子の問題も解いてみることをおすすめします。
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(理系)問題

1 3次方程式

x3 + 2x − 1 = 0 ······ (＊)

について，次の問いに答えよ。

(1) 次を示せ。


3次方程式 (＊) はただ一つの実数解をもつ。この実数解を α

と表すと 0 < α <
1
2
が成り立つ。

(2) 3次方程式 (＊) の虚数解のうち，虚部の大きい方を β , 小さい方を

γと表す。 βと γを (1)で定めた αを用いて表せ。

(3) 複素数平面において，(1), (2)で定めた α, β, γ の表す点をそれぞれ

A, B, Cとする。三角形ABCにおける内角∠Aと 2
3

π はどちらが大

きいか判定せよ。
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(理系)問題

2 赤玉が 2個，白玉が 1個入っている袋がある。さいころを投げ，3の倍数の目が出
たら白玉を 1個，3の倍数ではない目が出たら赤玉を 1個，この袋の中に追加するこ
とにする。さいころを 2回投げて袋の中に 2個の玉を追加した後，よく混ぜ，袋の中
から 3個玉を同時に取り出す。このとき，以下の問いに答えよ。

(1) 袋から取り出した玉が 3個とも白玉である確率を求めよ。

(2) 袋から取り出した玉が赤玉 2個，白玉 1個である確率を求めよ。

(3) 袋から取り出した玉が赤玉 2個，白玉 1個であったとき，袋の中に残っている
2個の玉がどちらも白玉である確率を求めよ。
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(理系)問題

3 数列 {an}は
a1 = 1, an+1 = − 1

2
an

2 + an (n = 1, 2, 3, · · · )
により定められている。

(1) 任意の自然数 nに対して， 1
n

� an � 2
n
であることを示せ。

(2) 無限級数
∞∑

n=1
anを求めよ。

(3) 無限級数
∞∑

n=1
an

2を求めよ。
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(理系)問題

4 1辺の長さが 1の正四面体OABCにおいて，辺OAの中点を D, 辺ABを 2 : 1に
外分する点を E, 直線DEと辺OBの交点を Sとし，辺OCを 3 : 1に内分する点を T,

直線ACと直線DTの交点を Fとする。
−−→
OA =

→
a ,

−−→
OB =

→
b ,

−−→
OC =

→
c とおくとき，

次の問に答えよ。

(1)
−−→
OFと

−−→
OSを

→
a ,

→
b ,

→
c を用いて表せ。

(2) 直線 EFと直線 STが 1点で交わることを示せ。また，このときの交点を Pとす
るとき，SP : TPを求めよ。

(3) 点Oを通り平面DEFに垂直な直線と平面 ABCの交点を Qとするとき，
−−→
OQを

→
a ,

→
b ,

→
c を用いて表せ。
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(理系)問題

5 f(x) = x

x2 + 1
とする。 f(s) = f(t), 0 < s < tを満たす実数 s, tが存在すると

き，曲線y = f(x)と直線 y = f(t), および y軸で囲まれた 2つの部分の面積和をS(t)と
する。

(1) f(s) = f(t), 0 < s < t を満たすとき，sを tの式で表せ。また， tのとり得る値
の範囲を求めよ。

(2) 面積和 S(t)を tの式で表せ。

(3) (1)で求めた tの範囲において，S(t)の最小値を求めよ。
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(理系)解答

1 x3 + 2x − 1 = 0 ······ (＊)

(1) f(x) = x3 + 2x − 1とおくと，
f ′(x) = 3x2 + 2 > 0

より f(x)は増加関数であるから，
(＊)を満たす実数 xは多くても 1つしかない。 · · · · · · A©

f(x)は連続関数であり，

f(0) = −1 < 0, f
( 1

2

)
= 1

8
> 0

であるから，中間値の定理より
(＊)を満たす実数 xは 0 < x <

1
2
の範囲に

少なくとも 1つ存在する。 · · · · · · B©
A©かつBより，方程式 (＊)は実数解をただ一つもち，その実数解 αは 0 < α <

1
2

の範囲にある。 (証明おわり)

(注) 上の解答では，f(x)が連続であることを直接には証明していないが，教科書
で導関数の公式が認められている関数については，微分可能であること(したがって
連続であること)を証明なしに用いてよいと思われる。ただし，本問のように「連
続であること」が論点となっている場合は，指摘だけはしておく必要がある。

(2) αは(＊)の解であるから
α3 + 2α − 1 = 0

が成り立ち，これを用いて
x2 + 2x − 1 = x2 + 2x − 1 − (α3 + 2α −1)

= x3 − α3 + 2(x − α)
= (x − α)(x2 + αx + α2 + 2)

= (x − α)
{(

x + α

2

)2
+ 3

4
α2 + 2

}

= (x−α)
(

x+ α

2
+i

√
3
4

α2 + 2
)(

x+ α

2
−i

√
3
4

α2 + 2
)

Im(β) > Im(γ)より


β = − α

2
+ i

√
3
4

α2 + 2 = −α +
√

3α2 + 8 i

2

γ = − α

2
− i

√
3
4

α2 + 2 = −α −√
3α2 + 8 i

2

(答)

(3) γ − α

β − α
= −3α +

√
3α2 + 8 i

−3α −√
3α2 + 8 i

=
(−3α +

√
3α2 + 8 i)2

9α2 + (3α2 + 8)
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(理系)解答

=
9α2 + 6α

√
3α2 + 8 i − (3α2 + 8)
12α2 + 8

= 3α2−4 + 3α
√

3α2 + 8 i

2(3α2 + 2)

∠A = arg γ − α

β − α
= θ (0 < θ < π)とおくと，

cos θ = 3α2 − 4
2(3α2 + 2)

, sin θ = 3α
√

3α2 + 8
2(3α2 + 2)

(1)より 0 < α <
1
2
であるから，

0 < α2 <
1
4

∴ −4 < 3α2 − 4 < − 9
4

特に cos θ < 0 であるから
π

2
< θ < π

であり，この範囲で cos θが減少することも考えて，

cos θ − cos 2
3

π = 3α2 − 4
2(3α2 + 2)

−
(
− 1

2

)

=
(3α2 − 4) + (3α2 + 2)

2(3α2 + 2)

= 3α2 − 1
3α2 + 2

< 0

より，

θ = ∠A >
2
3

π (答)

(注) cos θは周期関数であるから，

cos θ < cos 2
3

π

というだけでは，θ >
2
3

πとはいえない。 θがどの範囲を前提として論じられて

いるかが，証明する上で重要である。
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(理系)解答

2 さいころを 2回投げたあと，袋の中の玉の個数について

赤玉 2個，白玉 3個となる確率は
( 1

3

)2
= 1

9

赤玉 3個，白玉 2個となる確率は 1
3
× 2

3
× 2 = 4

9

赤玉 4個，白玉 1個となる確率は
( 2

3

)2
= 4

9

(1) 袋から取り出された玉が 3個とも白玉となるのは，さいころを 2回投げて袋の中
が赤玉 2個。白玉 3個となって，そこから 3個の白玉を取り出す場合であるから，
確率は

1
9

× 3C3

5C3
= 1

90
(答)

(2) さいころを 2回投げた直後に起こる 3つの場合に分けて，5個の玉から赤玉 2個，
白玉 1個を取り出す確率を求めると，

1
9

× 1 × 3
5C3

+ 4
9

× 3 × 2
5C3

+ 4
9

× 4C2 × 1
5C3

= 1
9
× 3

10
+ 4

9
× 6

10
+ 4

9
× 6

10

= 1 + 8 + 8
30

= 17
30

(答)

(3) 赤玉 2個，白玉 1個を取り出したあと袋の中に 2個の白玉が残っているのは，さ
いころを 2回投げた直後の袋の中に赤玉 2個，白玉 3個が入っている場合であるか
ら，最後に白玉が 2個残る確率は

1
9

× 1 × 3
5C3

= 1
30

よって，求める条件付き確率は
1
30
17
30

= 1
17

(答)
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(理系)解答

3

(1) 1
n

� an � 2
n
が成り立つことを，nについての数学的帰納法で示す。

1◦ n = 1のとき
a1 = 1であるから，1 � a1 � 2が成り立つ。

2◦ n = 2のとき

a2 = − 1
2

12 + 1 = 1
2

であるから， 1
2

� a2 � 1が成り立つ。

3◦ n = k (� 2)のとき
1
k

� ak � 2
k

(� 1)

が成り立つとすれば，

ak+1 = − 1
2

ak
2 + ak = − 1

2
(ak − 1)2 + 1

2
より

− 1
2

( 1
k

)2
+ 1

k
� ak+1 � − 1

2

( 2
k

)2
+ 2

k
であるが，ここで

− 1
2

( 1
k

)2
+ 1

k
− 1

k + 1
=

−(k + 1) + 2k(k + 1) − 2k2

2k2(k + 1)

= k − 1
2k2(k + 1)

� 0

2
k + 1

−
{
− 1

2

( 2
k

)2
+ 2

k

}
=

2k2 + 2(k + 1) − 2k(k + 1)
k2(k + 1)

= 2
k2(k + 1)

� 0
であるから，

1
k + 1

� ak+1 � 2
k + 2

が成り立つ。

1◦, 2◦, 3◦より，任意の自然数 nに対して， 1
n

� an � 2
n
が成り立つ。

(証明おわり)

(2) (1)より

an � 1
n

であり，関数 y = 1
x
が減少関数であることより
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(理系)解答

1
n

>

∫ n+1

n

1
x

dx = log(n + 1) − log n

であるから，
n∑

k=1

ak >
n∑

k=1

{ log(k + 1) − log k} = log(n + 1)

lim
n→∞ log(n + 1) = ∞であるから，追い出しの原理より

∞∑
n=1

an = lim
n→∞

n∑
k=1

akは(正の無限大に)発散 (答)

する。

(3) 数列 {an}を定める漸化式より
an

2 = 2(an − an+1)
であるから，

n∑
k=1

ak
2 = 2

n∑
k=1

(ak − ak+1) = 2(a1 − an+1) = 2(1 − an+1)

(1)より 1
n + 1

� an+1 � 2
n + 1

であり，ハサミウチの原理より

lim
n→∞ an+1 = 0

であるから，
∞∑

n=1
an

2は収束して，

∞∑
n=1

an
2 = lim

n→∞
n∑

k=1

ak
2 = lim

n→∞ 2(1 − an+1) = 2 (答)

である。
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(理系)解答

4

(1) �OACと直線DFにメネラウスの定理を適用すると，
OD
DA

AF
FC

CT
TO

= 1
1

AF
FC

1
3

= 1 ∴ AF
FC

= 3

点 Fは ACを 3 : 1に外分するから，
−−→
OF = −→

a + 3
→
c

3 − 1
= − 1

2
→
a + 3

2
→
c (答)

�OABと直線DEにメネラウスの定理を適用すると，
OS
SB

BE
EA

AD
DO

= OS
SB

1
2

1
1

= 1 ∴ OS
SB

= 2

点 Sは OBを 2 : 1に内分するから
−−→
OS = 2

3
→
b (答)

(2) 点 Eは ABを 2 : 1に外分するから
−−→
OE = −→

a + 2
→
b

2 − 1
= −→

a + 2
→
b

点 Tは OCを 3 : 1に内分するから
−−→
OT = 3

4
→
c

直線 ST上の点 Pは−−→
OP = (1 − k)

−−→
OS + k

−−→
OT (kは実数) · · · · · · (∗)

= 2
3

(1 − k)
→
b + 3

4
k
→
c

と表され，
→
b ,

→
c の係数に注目すれば

= 1 − k

3
(−→

a + 2
→
b
)

+ k

2

(
− 1

2
→
a + 3

2
→
c
)

+
( 1 − k

3
+ k

4

)→
a

= 1 − k

3
−−→
OE + k

2
−−→
OF + 4 − k

12
→
a

と変形できる。点 Pが直線 EF上の点でもあるための条件は
1 − k

3
+ k

2
= 1 かつ 4 − k

12
= 0

であるが，実際
k = 4

がそれを満たすから，直線 EFと直線 STは 1点 Pで交わることが示された。
(∗)に代入すると

−−→
OP = −3

−−→
OS + 4

−−→
OT =

−3
−−→
OS + 4

−−→
OT

4 − 3
が得られるから，点 Pは STを 4 : 3に外分し，

SP : PT = 4 : 3 (答)

(3) 四面体OABCは一辺の長さ 1の正四面体であるから，
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(理系)解答

|→a | = |→b | = |→c | = 1 ,
→
a

→
b =

→
b

→
c =

→
c

→
a = 12× cos 60◦ = 1

2
−−→
DE =

−−→
OE −−−→

OD = − 3
2

→
a + 2

→
b と

−−→
DF =

−−→
OF −−−→

OD = −→
a + 3

2
→
c の両方に垂直な

ベクトルを
→
v = x

→
a + y

→
b + z

→
c (x, y, zは定数) · · · · · · 1©

とおくと，
→
v

−−→
DE = − 3

2
x|→a |2 +

(
2x − 3

2
y
)→

a
→
b + 2y |→b |2 − 3

2
z
→
c

→
a + 2z

→
b

→
c

= − 3
2

x×12 +
(
2x − 3

2
y
)
× 1

2
+ 2y×12 − 3

2
z× 1

2
+ 2z× 1

2

= − 1
2

x + 5
4

y + 1
4

z = 0

∴ −2x + 5y + z = 0 · · · · · · 2©
→
v

−−→
DF = −x|→a |2 +

( 3
2

x − z
)→

a
→
c + 3

2
z |→c |2 − y

→
a

→
b + 3

2
y
→
b

→
c

= −x×12 +
( 3

2
x − z

)
× 1

2
+ 3

2
z×12 − y× 1

2
+ 3

2
y× 1

2

= − 1
4

x + 1
4

y + z = 0

∴ −x + y + 4z = 0 · · · · · · 3©
3©− 2©× 4 より

7x − 19y = 0 ∴ x

19
=

y

7
· · · · · · 4©

2©− 3©× 2 より
3y − 7z = 0 ∴ y

7
= z

3
· · · · · · 5©

4©かつ 5©より
x

19
=

y

7
= z

3

よって，法線ベクトル
→
v は

→
v = 19

→
a + 7

→
b + 3

→
c

であるとしてよい。
−−→
OQは平面DEFと垂直であるから−−→

OQ = t
→
v = 19 t

→
a + 7t

→
b + 3t

→
c ( tは実数) · · · · · · 6©

と表され，点Qは平面ABC上の点でもあるから

19 t + 7t + 3t = 1 ∴ t = 1
29

6©に代入して
−−→
OQ = 19

29
→
a + 7

29
→
b + 3

29
→
c (答)

(注)

1◦ 一見すると，本問は平面ABC上の点Qを
−−→
OQ =

−−→
OA + s

−−→
AB + t

−−→
ACとでも置
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(理系)解答

いて
−−→
OQ

−−→
DE = 0かつ

−−→
OQ

−−→
DF = 0を計算するだけの典型問題に見えるが，そ

の方針で作業を進めると，膨大な計算量となる。根性で乗り切ることも不可能で
はないが，これまで学習してきたことを総合的に活用することをおすすめする。

2◦ 2©かつ 3©の計算はふつうに連立方程式として処理すればよいが，本問では比を
求めることが主眼なので，上の解答では比例式を意識して変形している。
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(理系)解答

5

(1) 0 < s < t のもとで s

s2 + 1
= t

t2 + 1
を解くと，

s(t2 + 1) = t(s2 + 1)
st(s − t) − (s − t) = 0
(s − t)(st − 1) = 0

s < t より

s = 1
t

(答)

t > 0 かつ 1
t

< t より， tのとり得る値の範囲は

t > 1 (答)

(2) (1)を参考にして計算すると

f(x) − f(t) =
−t

(
x − 1

t

)
(x − t)

(x2 + 1)(t2 + 1)
が得られ，

0 � x � 1
t
において f(x) � f(t), 1

t
� x � t において f(x) � f(t)

であるから，面積和 S(t)は

S(t) =
∫ 1

t

0

(
t

t2 + 1
− x

x2 + 1

)
dx +

∫ t

1
t

(
x

x2 + 1
− t

t2 + 1

)
dx

により求められる。ここで，∫
x

x2 + 1
dx = 1

2

∫
(x2 + 1)′

x2 + 1
dx = 1

2
log(x2 + 1) + C (Cは積分定数)

であるから，

S(t) =
[

t

t2 + 1
x − 1

2
log(x2 + 1)

]
0

1
t +

[
1
2

log(x2 + 1) − t

t2 + 1
x

]t

1
t

= 2
{

t

t2 + 1
1
t
− 1

2
log

( 1
t2

+ 1
)}

+ 1
2

log(t2 + 1) − t

t2 + 1
t

= 2
t2 + 1

− 1
2

log(t2 + 1) + log t2 −
(
1 − 1

t2 + 1

)

= 3
t2 + 1

− 1
2

log(t2 + 1) + 2 log t − 1 (答)

(3) S(t)を微分して，

S ′(t) = − 3
(t2 + 1)2

2t − 1
2

1
t2 + 1

2t + 2
t

=
−6t2 − t2(t2 + 1) + 2(t2 + 1)2

t(t2 + 1)2
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(理系)解答

= t4 − 3t2 + 2
t(t2 + 1)2

=
(t2 − 1)(t2 − 2)

t(t2 + 1)2

t > 1において
S ′(t) < 0 ⇐⇒ t2 − 2 < 0 ⇐⇒ t <

√
2

であるから，(S ′(t)の符号と) S(t)の増減は

t (1)
√

2 (∞)
S ′(t) − 0 +
S(t) ↘ 極小 ↗

よって，面積和 S(t)の最小値は

S
(√

2
)

= 3
2 + 1

− 1
2

log 3 + log 2 − 1 = log 2√
3

(答)
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