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数列 {an}を a 1 = 1 , a 2 = 2と関係式

an+2 = 3 an+1 − an (n = 1 , 2 , 3 , ···)
で定めるとき，次の問に答えよ。

(1) an < an+1 (n = 1 , 2 , 3 , ···)が成り立つことを証明せよ。

(2) a2
n+1 + 1 = anan+2 (n = 1 , 2 , 3 , ···)が成り立つことを証明せよ。

(3) x2 + 1が yで割り切れ，かつ y2 + 1が xで割り切れるような正の整数の組
(x, y)は無限個存在することを証明せよ。

出典：2004年 横浜国立大学 経済学部

解答
(1) 0 < an < an+1が成り立つことを，nについての数学的帰納法で示す。

a1 = 1, a2 = 2
より n = 1のときは成り立つ。

0 < ak < ak+1が成り立つとすれば，与えられた漸化式より
ak+2 − ak+1 = 2ak+1 − ak > 2ak − ak = ak > 0

∴ ak+2 > ak+1 (> 0) (証明おわり)

(2) 与えられた漸化式より
an+1an+3 − an+2

2 = an+1(3an+2 − an+1) − an+2(3an+1 − an)
= anan+2 − an+1

2

よって，anan+2 − an+1
2は定数であるから

anan+2 − an+1
2 = a1a3 − a2

2

= a1(3a2 − a1
2) − a2

2

= 1 × (3 × 2 − 12) − 22 = 1 (証明おわり)

(注) 漸化式を行列で表すと(
an+2

an+1

)
=

(
3 −1
1 0

)(
an+1

an

)

∴
(

an+3 an+2

an+2 an+1

)
=

(
3 −1
1 0

)(
an+2 an+1

an+1 an

)

この両辺の行列式をとると，直ちに
an+1an+3 − an+2

2 = anan+2 − an+1
2

が得られる。
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(3) 数学的帰納法により，すべての自然数 nに対して anが整数であることが示され，
(2)より {

an
2 + 1 = an−1an+1

an+1
2 + 1 = anan+2

であるから，an
2 + 1は an+1で割り切れ，an+1

2 + 1は anで割り切れる。
(1)より

0 < a1 < a2 < · · · < an < an+1 < · · ·
であるから，x2 + 1が yで割り切れ，y2 + 1が xで割り切れるような正の整数の
組 (x, y)は無数に存在する。 (証明おわり)
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