
数チャレ 第139回 (2012年8月)

nを 3以上の自然数とする。

(1) n !が素数 pでちょうど m回割り切れるとき

m � n

p
+

n

p(p − 1)

であることを示せ。

(2)
n∑

k=2

log k

k(k − 1)
<

5
2
であることを示せ。

(3) n以下の素数 pについて
log p

p
の総和を

∑
p�n

log p

p
で表すとき，

∑
p�n

log p

p
> log n − 7

2

であることを示せ。

解答
(1) pN � n < pN+1を満たす自然数N を用いて，
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(証明おわり)

(2) f(x) =
log x

x(x − 1)
=

log x

x2 − x
(x � 2)とおくと，

f ′(x) =

1
x

(x2 − x) − (log x)(2x − 1)

(x2 − x)2
=

x − 1 − (2x − 1) log x

(x2 − x)2

ここで，さらに g(x) = x − 1 − (2x − 1) log x (x � 2)とおくと，

— 1 — c©早稲田数学フォーラム



g ′(x) = 1 − 2 log x − (2x − 1) �

1
x

=
1 − x

x
− 2 log x < 0

x � 2において g(x)は単調減少であり，0 < e < 3であるから

g(x) � g(2) = 1 − 3 log 2 = log
e

8
< 0 ∴ f ′(x) < 0

よって，f(x)は狭義単調減少であるから，k � 3 (k − 1 � 2)のとき
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(証明おわり)

(3) 各素数 pに対して，(1)で定めたmの値をm(p)で表すことにすると，

n ! =
∏

p�n

pm(p) <
∏

p�n

p
n
p + n

p(p−1)

両辺自然対数をとると

log(n !) <
∑
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}
log p = n

∑
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∑
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(2)の結果とあわせると
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∑
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log p

p
+

5
2

n · · · · · · 1©

一方，y = log xは増加関数であるから
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log(n !) =
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(証明おわり)
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