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n番目の素数を pnで表す。例えば，p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5, p4 = 7, · · · である。
(1) pnに対して 2t < pn � 2 t+1を満たす非負整数 tを定めると，

2t � (t + 1)n−1

が成り立つことを示せ。

(2) 関数 f(x) =
log(x + 1)√

x
を考えることにより，pn < 2

9
4

n2

であることを示せ。

必要があれば，2.71 < e < 2.72であることを用いてもよい。

解答
(1) pnより小さい任意の自然数mは

m =
n−1∏
k=1

pk
ak (akは非負整数)

と表されるから，pk
ak < pn � 2t+1より

ak � t

であり，pnより小さい自然数の個数について
pn − 1 � (t + 1)n−1

が成り立つ。 2t � pn − 1より
2t � (t + 1)n−1

である。 (証明おわり)

(2) (1)で示した不等式の両辺自然対数をとると
t log 2 � (n − 1) log(t + 1)

t log 2
log(t + 1)

� n − 1

∴ 3
2

{
t log 2

log(t + 1)
+ 1

}
� 3

2
n · · · · · · 1©

ここで，
3
2

{
t log 2

log(t + 1)
+ 1

}
−√

t + 1

=
3
2

�

t log 2
log(t + 1)

+
3
2

−√
t + 1 +

√
t −√

t

=
3
2

�

t log 2
log(t + 1)

+
(

3
2

− 1√
t + 1 +

√
t

)
−√

t

>
3
2

�

t log 2
log(t + 1)

−√
t =

t

log(t + 1)

{
3
2

log 2 − log(t + 1)√
t

}
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であることを考えて，

f(x) =
log(x + 1)√

x
(x > 0)

とおくと，

3
2

{
t log 2

log(t + 1)
+ 1

}
−√

t + 1 =
√

t

f(t)

( 3
2

log 2 − f(t)
)

· · · · · · 2©
である。 f(x)を微分して

f ′(x) =

1
x + 1

�

√
x − log(x + 1) �

1
2
√

x

x
=

2x − (x + 1) log(x + 1)
2x

√
x (x + 1)

さらに，
g(x) = 2x − (x + 1) log(x + 1) (x � 0)

とおくと，

g ′(x) = 2 − 1 � log(x + 1) − (x + 1) �

1
x + 1

= 1 − log(x + 1)

x > 0において
g ′(x) > 0 ⇐⇒ log(x + 1) < 1 = log e ⇐⇒ x + 1 < e

であるから，g(x)の増減は

x 0 e − 1 (∞)
g ′(x) + 0 −
g(x) 0 ↗ 極大 ↘ (−∞)

lim
x→∞ g(x) = lim

x→∞x

{
2 −

(
1 +

1
x

)
log(x + 1)

}
= −∞

よって，g(α) = 0, e− 1 < αを満たす実数αがただ 1つ存在し，f ′(x)の分子であ
る g(x)の符号変化から，f(x)の増減は

x (0) α

f ′(x) + 0 −
f(x) ↗ 極大 ↘

xを自然数に限定して f(x)の上限を調べるために αの評価から始めると，

g(3) = 2(3 − 2 log 4) = 2 log
e3

16
> 2 log

2.73

16
= 2 log

19.683
16

> 0

e8 < 2.728 = 7.39844 < 7.44 = 54.762 < 552 = 3025

g(4) = 8 − 5 log 5 = log
e8

55 = log
e8

3125
< log

3025
3125

< 0

より
3 < α < 4

であるから，f(3), f(4)を調べれば十分である。
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f(3) =
log 4√

3
=

2√
3

log 2 <
3
2

log 2

f(4) =
log 5

2
<

log 8
2

=
3
2

log 2

より，すべての自然数 tに対して

0 < f(t) <
3
2

log 2

であるから， 2©より
√

t + 1 <
3
2

{
t log 2

log(t + 1)
+ 1

}
· · · · · · 3©

1©かつ 3©より，n � 2 ( tが自然数) のとき
√

t + 1 <
3
2

n ∴ pn � 2 t+1 < 2
9
4

n2

n = 1のときは，

p1 = 2 < 2
9
4

であることが直接確かめられる。 (証明おわり)
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