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a, bを正の整数とする。 a2bが m桁，ab2が n桁であるという仮定だけで aと bの
桁数が一意に定まるようなm, nについての条件を求めよ。

解答
a = 10α, b = 10βとおくと，a2bはm桁，ab2は n桁であるから

m − 1 � 2α + β < m , n − 1 � α + 2β < n

x = 2α + β, y = α + 2β とおくと

α =
2x − y

3
, β =

2y − x

3
であるから，

2(m − 1) − n

3
< α <

2m − (n − 1)
3

2(n − 1) − m

3
< β <

2n − (m − 1)
3

aの桁数 [α ] + 1が一意に定まらないというのは，
2(m − 1) − n

3
< c <

2m − (n − 1)
3

· · · · · · 1©
を満たす整数 cが存在して，[α ] = c − 1か [α ] = cかが定まらないことを意味する。
同様に，bの桁数 [β ] + 1が一意に定まらないというのは，

2(n − 1) − m

3
< d <

2n − (m − 1)
3

· · · · · · 2©
を満たす整数 dが存在することを意味する。

1©または 2©より，aまたは bの桁数が一意に定まらないのは，
3c − 1 < 2m − n < 3c + 2 · · · · · · 3©

を満たす整数 cが存在する，または
3d − 1 < 2n − m < 3d + 2 · · · · · · 4©

を満たす整数 dが存在するときである。
3©より 2m−n ≡ 0 または 1 (mod 3), 4©より 2n−m ≡ 0 または 1 (mod 3)である
から，m ≡ 0 (mod 3)のとき

n ≡ 0 または 2 (mod 3) または 2n ≡ 0 または 1 (mod 3)
∴ n ≡ 0 または 2 (mod 3)

同様にして，
m ≡ 1 (mod 3)のとき n ≡ 1 または 2 (mod 3)
m ≡ 2 (mod 3)のとき n ≡ 0 または 1 (mod 3)
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求める条件は，以上の否定であり，
m ≡ 0 (mod 3)のとき n ≡ 1 (mod 3)
m ≡ 1 (mod 3)のとき n ≡ 0 (mod 3)
m ≡ 2 (mod 3)のとき n ≡ 2 (mod 3)

であるから，
m + n ≡ 1 (mod 3) (答)
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