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nを自然数とし，In =
∫ π

2

0
sinn x dx とする。

(1) Inと In+2の関係式を導け。

(2) 4n−1

I2n−1
は整数であることを示せ。

解答
(1) 部分積分法により

In+2 = −
∫ π

2

0
sinn+1 x(− sin x) dx

=
[
− sinn+1 x cos x

]π
2

0
+

∫ π
2

0
(n + 1) sinn x cos x cos x dx

= 0 + (n + 1)
∫ π

2

0
sinn x(1 − sin2 x) dx

= (n + 1)(In − In+2)

∴ In+2 =
n + 1
n + 2

In (答)

(2) I1 =
∫ π

2

0
sin x dx =

[
− cos x

]π
2

0
= 1

(1)を用いて

I2n−1 =
2n − 2
2n − 1

2n − 4
2n − 3

· · · 2
3

I1

=
2n−1 (n − 1)!

1 3 · · · (2n − 1)

=
{2n−1 (n − 1)!}2

(2n − 1)!

=
4n−1

2n − 1
(n − 1)! (n − 1)!

(2n − 2)!

=
4n−1

(2n − 1) 2n−2Cn−1

(
n = 1 のときは 2n−2Cn−1 = 1

)

したがって，任意の自然数 nに対して
4n−1

I2n−1
= (2n − 1) 2n−2Cn−1

は整数である。 (証明おわり)
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