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次の問いに答えよ。

(1) 整数 n , rが n � 2, 1 � r � nを満たすとする。このとき，r nCr =

n n−1Cr−1が成り立つことを示せ。

(2) pを素数とし，整数 rが 1 � r � p − 1を満たすとする。このとき，pCrが

pで割り切れることを示せ。

(3) pを 3以上の素数とする。二項定理を用いた式 (x + 1)p =
p∑

r=0
pCrx

rを利

用して，2pを pで割った余りが 2であることを示せ。

(4) pを 5以上の素数とする。 3pを pで割った余りを求めよ。

出典：2011年 佐賀大学 農学部

解答
(1) 組合せの定義より

r nCr = r
nPr

r !
= r

n n−1Pr−1

r (r − 1)!
= n

n−1Pr−1

(r − 1)!
= n n−1Cr−1

(おわり)

(2) (1)を用いると

pCr =
p p−1Cr−1

r

が成り立つ。 pCrは整数であるから，整数 p p−1Cr−1は rで割り切れる。
1 � r � p − 1より rと素数 pは互いに素であるから，p−1Cr−1が rで割り切れ，

p−1Cr−1

r
は整数

である。よって，

pCr = p
p−1Cr−1

r

は pで割り切れる。 (おわり)

(3) 二項定理より

2p = (1 + 1)p = 1 +
p−1∑

r=1
pCr 1r + 1p = 2 +

p−1∑

r=1
pCr

(2)より
p−1∑

r=1
pCr は pで割り切れるから，2pを pで割った余りは 2である。

(おわり)
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(4) 二項定理より

3p = (2 + 1)p = 1 +
p−1∑

r=1
pCr 2r + 2p

であるから，(2), (3)より
3p ≡ 1 + 0 + 2 (mod p)

p � 5 (> 3)より，
3pを pで割った余りは 3 (答)
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