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nを自然数，iを虚数単位として，xn =
(3 + i)n + (3 − i)n

2
とおく。

(1) 任意の自然数 nに対して，xnは整数であることを示せ。

(2) xnを 10で割った余りを求めよ。

解答
(1) xnは (3 + i)nの実部である。二項定理より

(3 + i)n =
n∑

k=0
nCk 3n−k ik

nCkは整数であるから，

xn =

[
n
2

]
∑

j=0
nC2j 3n−2j (−1)jは整数

である。 (証明おわり)

(注) {xn}についての整数係数漸化式
xn+2 = 6xn+1 − 10xn

を導いた上で，数学的帰納法を用いて示してもよい。

(2) x1 = 3
(3 + i)2 = 32 + 2 3 i + i2 = 8 + 6i

(3 + i)nの虚部を ynとおくと，n � 2 のとき
xn+1 − xn + (yn+1 − yn)i = (3 + i)n+1 − (3 + i)n

= (3 + i)n−2(3 + i)2(3 + i − 1)
= (3 + i)n−2(8 + 6i)(2 + i)
= (3 + i)n−2(10 + 20i)
= 10(1 + 2i)(3 + i)n−2

において実部を比べると
xn+1 − xn ≡ 0 (mod 10)

ゆえに，xnを 10で割った余りは
n = 1のとき 3 , n � 2のとき 8 (答)
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