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nを 2以上の整数とする。自然数(1以上の整数)の n乗になる数を n乗数と呼ぶこ

とにする。

(1) 連続する 2個の自然数の積は n乗数でないことを示せ。

(2) 連続する n個の自然数の積は n乗数でないことを示せ。

出典：2012年 東京大学 理科

解答
(1) 背理法で証明する。

ある自然数mに対してm(m+1)が n乗数であるとすれば，mとm+1は互いに
素であるから，

m = an, m + 1 = bn

を満たす自然数 a, bが存在する。辺々差をとってmを消去すると，
1 = bn − an = (b − a)(bn−1 + abn−2 + a2bn−3 + · · · + an−1)

1 � a < bを考えて{
b − a = 1
bn−1 + abn−2 + a2bn−3 + · · · + an−1 = 1

となるが，b, aは自然数であるから
bn−1 + abn−2 + a2bn−3 + · · · + an−1 � n � 2

となって矛盾する。
よって，連続する 2個の自然数の積は n乗数でない。 (証明おわり)

(2) 背理法で証明する。
m(m + 1)(m + 2) · · · (m + n − 1) = an (m, aは自然数)

と表されるとすれば，mn < m(m + 1)(m + 2) · · · (m + n− 1) < (m + n− 1)nより
mn < an < (m + n − 1)n

∴ m < a < m + n − 1

n = 2のときはm < a < m + 1となって矛盾する。
n = 3のときは，

a = m + k (1 � k � n − 2)
なる自然数 kが存在して，

a + 1も an = m(m + 1)(m + 2) · · · (m + n − 1)の約数
となるが，aと a + 1は互いに素であるからこれは不可能である。
よって，連続する n個の自然数の積は n乗数でない。 (証明おわり)

(参考) 本問を一般化して，2以上の整数m, nに対して
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連続するm個の自然数の積は n乗数ではない
ことが，Erdösと Selfridgeにより 1975年に証明されている。その証明は

Illinois. J.Math.19 (1975) 292− 301
に掲載されている。
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