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an =
∫ π

2

0
sinn x dx (nは自然数)とする。

(1) an+2を anで表せ。

(2) n � 2 のとき，a2n+1 >
1
n
となることを示せ。

解答
(1) 部分積分法により

an+2 =
∫ π

2

0
sinn+1 x sin x dx

=
[
sinn+1 x(− cosx)

]
0

π
2 −

∫ π
2

0
(n + 1) sinn x cos x (− cos x) dx

= 0 + (n + 1)
∫ π

2

0
sinn x(1 − sin2 x) dx

= (n + 1)(an − an+2)

(n + 2)an+2 = (n + 1)an

∴ an+2 = n + 1
n + 2

an (答)

(2) a1を計算すると

a1 =
∫ π

2

0
sinx dx =

[
− cos x

]
0

π
2 = 1

(1)を用いると

a2n+1 = 2n

2n + 1
a2n−1 = 2n

2n + 1
2n − 2
2n − 1

· · · 4
5

2
3

a1

ここで，
2k

2k + 1
− 2k − 1

2k
=

(2k)2 − (2k + 1)(2k − 1)
2k(2k + 1)

= 1
2k(2k + 1)

> 0

より
2n

2n + 1
2n − 2
2n − 1

· · · 4
5

2
3

>
2n − 1

2n

2n − 3
2n − 2

· · · 3
4

1
2

であるから，
a2n+1

2

>
( 2n

2n + 1
2n − 2
2n − 1

· · · 4
5

2
3

)
×

( 2n − 1
2n

2n − 3
2n − 2

· · · 3
4

1
2

)

= 2n

2n + 1
2n − 1

2n

2n − 2
2n − 1

2n − 3
2n − 2

· · · 2
3

1
2

= 1
2n + 1

であり，n � 3ならば
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1
2n + 1

− 1
n2

=
n2 − (2n + 1)
n2(2n + 1)

=
(n − 1)2 − 2
n2(2n + 1)

> 0

より

a2n+1
2 >

1
n2

n = 2のときは，直接調べて

a5 = 4
5

2
3

a1 = 8
15

>
1
2

両者をあわせて，

n � 2 のとき a2n+1 >
1
n

が成り立つ。 (証明おわり)
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