
数チャレ 第271回 (2023年8月)

数列 {an}は
a1 = a2 = a3 = 1, a4 = 2,

an = an−1 + an−3 + an−4 (n = 5, 6, 7, · · · )
により定められている。

(1) a5, a6, a7, a8をそれぞれ求めよ。

(2) 任意の自然数 nに対して，a2n−1は平方数であることを示せ。

解答
(1) 漸化式に従って計算すると

a5 = a4 + a2 + a1 = 2 + 1 + 1 = 4 (答)
a6 = a5 + a3 + a2 = 4 + 1 + 1 = 6 (答)
a7 = a6 + a4 + a3 = 6 + 2 + 1 = 9 (答)
a8 = a7 + a5 + a4 = 9 + 4 + 2 = 15 (答)

(2) a1 = 12, a2 = 1 × 1, a3 = 12, a4 = 1 × 2 , a5 = 22, a6 = 2 × 3 , · · · である
から，数列 {fn}を

f1 = f2 = 1, fn = fn−1 + fn−2 (n = 3, 4, 5, · · · )
により定めると，

a2n−1 = fn
2, a2n = fn+1fn

が成り立つと予想できる。この予想が正しいことを数学的帰納法で示す。

1◦ n = 1, 2のとき，既に
a1 = f1

2, a2 = f2f1, a3 = f2, a4 = f3f2

が成り立つことが確かめられる。

2◦ n � k において
a2n−1 = fn

2, a2n = fn+1fn

が成り立つとすれば，
a2k+1 = a2k + a2k−2 + a2k−3

= fk+1fk + fkfk−1 + fk−1
2

= fk+1fk + (fk + fk−1)fk−1

= fk+1fk + fk+1fk−1

= fk+1(fk + fk−1)
= fk+1

2

a2k+2 = a2k+1 + a2k−1 + a2k−2

= fk+1
2 + fk

2 + fkfk−1

= fk+1
2 + fk(fk + fk−1)

= fk+1
2 + fkfk+1
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= (fk+1 + fk)fk+1

= fk+2fk+1

1◦かつ 2◦より，任意の自然数 nに対して上の予想は正しいことが示された。特に，
a2n−1 = fn

2は平方数

である。 (証明おわり)

(注) 数列 {fn}の定め方から，任意の自然数 nに対して fnが自然数であることは明
らかとしたが，厳密には，自然数が和および積について閉じていることを用いて
数学的帰納法により示せばよい。
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