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任意の自然数 nに対して，x2 + 1が 5nで割り切れるような整数 xが存在すること
を数学積帰納法で証明せよ。

解答
n = 1のとき

22 + 1 = 5
は 51で割り切れ，x = 2が条件を満たす。
自然数 kに対して

x2 + 1 ≡ 0 (mod 5k)
を満たす整数 xがあるとすれば，

x2 = −1 + 5ka (aは整数)

と表される。
y = x + 5kb

とおくと，
y2 = x2 + 2x 5kb + 52k b2

= −1 + 5k(a + 2bx) + 5k+1 5k−1b2

≡ −1 + 5k(a + 2bx) (mod 5k+1)
2も xも 5と互いに素であるから，

2x c + 5d = 1
を満たす整数 c, dが存在する。

b = −ac

と定めると，
a + 2bx = a − 2acx = a(1 − 2cx) = a 5d

であり，
y2 + 1 ≡ 5k(a + 2bx) ≡ 0 (mod 5k+1)

(証明おわり)
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