
数チャレ 第274回 (2023年11月)

必要ならば，円周率 πは 3.1 < π < 3.2 , 自然対数の底 eは 2.7 < e < 2.8である
としてよい。

(1)
∫ 1

0

1
x2 + 1

dx を 10進小数で表すとき，小数第 1位を求めよ。

(2)
∫ 2024

0

1
x2 + 1

dx の整数部分を求めよ。

解答
(1) x = tan θ により置換積分して∫ 1

0

1
x2 + 1

dx =
∫ π

4

0

1
tan2 θ + 1

(tan θ)′dθ

=
∫ π

4

0
cos2 θ

1
cos2 θ

dθ

=
∫ π

4

0
dθ

= π

4
3.1 < π < 3.2 より

0.77 · · · <
π

4
< 0.8

であるから，(10進小数で表すとき)∫ 1

0

1
x2 + 1

dx の小数第 1位は 7 (答)

(2) x � 1において
x2 < x2 + 1 � x2 + x = x(x + 1)

1
x(x + 1)

� 1
x2 + 1

<
1
x2

であるから，定積分が被積分関数の大小を保存する性質より∫ 2024

1

1
x2 + 1

dx <

∫ 2024

1

1
x2

dx =
[
− 1

x

]2024

1
= 1 − 1

2024
< 1

�
∫ 2024

1

1
x(x + 1)

dx =
∫ 2024

1

( 1
x

− 1
x+ 1

)
dx

=
[
log x − log(x + 1)

]2024

1

= log 2024 − (log 2025 − log 2)

= log 4048
2025
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ここで，2025 × 1.8 = 3645 < 4048 より( 4048
2025

)2
> 1.82 = 3.24 > e

であるから，下からの評価∫ 2024

1

1
x2 + 1

dx � log 4048
2025

> log e
1
2 = 1

2
= 0.5

が得られる。∫ 2024

0

1
x2 + 1

dx =
∫ 1

0

1
x2 + 1

dx +
∫ 2024

1

1
x2 + 1

dx

であるから，(1)で得られた評価 0.77 <

∫ 1

0

1
x2 + 1

dx < 0.8 とあわせて

1.27 <

∫ 2024

0

1
x2 + 1

dx < 1.8

であり， ∫ 2024

0

1
x2 + 1

dx の整数部分は 1 (答)

である。

(注) 最近の入試でしばしば見かけるタイプの問題である。

lim
a→∞

∫ a

0

1
x2 + 1

dx = ∞

であるから，整数部分を求めることには意味はあるが，2024程度では定積分値
は 2にも満たないので，解く前から答が 1になると予想できてしまう。
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