
数チャレ 第283回 (2024年8月)

(1) 10
13
を (10進表示の)循環小数で表せ。

(2) 10m ≡ 1 (mod 13)を満たす自然数mの最小値を求めよ。

(3) an ≡ 1 (mod 13)を満たす自然数 nの最小値が 12となるような自然数 aを
0 < a < 13の範囲ですべて求めよ。

解答
(1) 0.769230
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より
10
13

= 0.7̇69230̇ (答)

(2) (1)より
10
13

× 106 − 10
13

= 769230 は整数

であるから，
107 ≡ 10 (mod 13)

10と 13は互いに素であるから
106 ≡ 1 (mod 13)

(1)の結果より
10
13

= 0.7̇69230̇,
102

13
= 7.6̇92307̇, 103

13
= 76.9̇23076̇,

104

13
= 769.2̇30769̇,

105

13
= 7692.3̇07692̇, 106

13
= 76923.0̇76923̇

となることがわかるが，ここで小数部分が相異なることは 10, 102, 103, 104, 105,

106を 13で割った余りが相異なることを意味するから，6乗して初めて 1と合同に
なる。よって，10m ≡ 1 (mod 13)を満たす自然数mの最小値は

6 (答)
である。
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(3) (2)より，
a2 ≡ 10 (mod 13)

を満たす自然数 aは an ≡ 1 (mod 13)を満たす自然数 nの最小値が 12となる。
10 ≡ 36 ≡ 62 (mod 13)

であるから，
a = 6

は 12乗して初めて 13で割った余りが 1となる。 12と互いに素な 12以下の自然数
は 1, 5, 7, 11であるから，そのような自然数 aは

6, 65, 67, 611 (mod 13)
ですべてである。 0 < a < 13の範囲で求めると

65 = 362 × 6 ≡ (−3)2 × 6 ≡ 54 ≡ 2 (mod 13)
67 = 65 × 36 ≡ 2 × (−3) ≡ −6 ≡ 7 (mod 13)
611 = 65 × 66 ≡ 2 × (−1) ≡ −2 ≡ 11 (mod 13)

であるから， an ≡ 1 (mod 13)を満たす自然数 nの最小値が 12となるような自然
数 aは，13を法として

2, 6, 7, 11 (答)
ですべてである。

(参考) 本問の (3)で求めた自然数 aを 1つ用いると，0を除く 13で割った余りの集合
(Z/13Z)×は

{
a, a2, · · · , a12

}
と表される。このとき，aの剰余類 aを 13を

法とする 1の原始根という。
一般に 1の原始根を見つけるのは，理屈はわかっていても大変な作業になる。
本問では結果的に 2が原始根の一つではあったが，2, 22, 23, · · · , 212をそれぞ
れ 13で割った余りを確かめていくのは根気の要る作業である。そこで，(1)の計
算結果と 10倍することにより小数点が 1つずれることがヒントになっている。
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