
方程式 x4 + 11x2y2 + y4 = z2の整数解

大塚美紀生

定理 不定方程式
x4 + 11x2y2 + y4 = z2 (1)

を満たす自然数 x, y, zは存在しない。

定理の証明

(1)を満たす自然数 x, y, zが存在すると仮定して，そのうち
zが最小

となる場合を考えることにする。
d = gcd(x, y)とすると，(1)より d4

∣
∣ z2であるから

x = dx1, y = dy1, z = d2z1

となる自然数 x1, y1, z1が存在し，
x1

4 + 11x1
2y1

2 + y1
4 = z1

2

を満たすから，
xと yが互いに素

であるとして証明すれば十分である。
ここで，xと yがともに奇数であるとすれば，x2 ≡ y2 ≡ z2 ≡ 1 (mod 8)より

x2 + 11x2y2 + y4 ≡ 1 + 11 + 1 ≡ 5 (mod 8)
となって，(1)に反するから

xと yの偶奇は異なる。

対称性より
xが奇数，yが偶数

であるとしてよい。

(1)を変形すると
(x2 + y2)2 + (3xy)2 = z2 (2)

x2 + y2と 3xyが共通な素因数 pをもつとすれば，p | 3xyと素数の性質より
p = 3 または p |x または p | y

3 |x2 + y2のとき，平方数を 3で割った余りは 0または 1であるから，xと yがともに
3で割り切れ，互いに素であることに反する。
p |x または p | y のとき，p |x2 + y2より，いずれの場合も p |xかつ p | y となって互
いに素に反する。よって，

x2 + y2と 3xyは互いに素
である。
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x2 + y2が奇数，3xyが偶数であることを考え，(2)にピタゴラス方程式の定理注1を
適用すると，

x2 + y2 = m2 − n2 (3)
3xy = 2mn (4)

を満たす互いに素で偶奇が異なる自然数m , nが存在する。 x2 + y2 ≡ 1 (mod 4)で
あるから，(3)より

mは奇数，nは偶数

である。
gcd(x, m) = sとおくと

x = st, m = su (5)
を満たす互いに素な自然数 t, uが存在する。 (4)より

3ty = 2un

tと uは互いに素であるから
3y = uv, 2n = tv (6)

を満たす自然数 vが存在する。 (5), (6)を (3)に代入して

s2 t2 + u2v2

9
= s2u2 − t2v2

4

s2(u2 − t2) =
4u2 + 9t2

36
v2

u > t > 0であり，
s2

v2
= 4u2 + 9t2

36(u2 − t2)
=

(4u2 + 9t2)(u2 − t2)
36(u2 − t2)2

は有理数の平方であるから，
(4u2 + 9t2)(u2 − t2) = w2 (7)

を満たす自然数 wが存在する。 gcd(t, u) = 1より
gcd(t2, u2− t2) = gcd(t2, u2) = 1
gcd(4u2 + 9t2, u2 − t2) = gcd

(
4(u2 − t2)+13 t2, u2 − t2

)

= gcd(13 t2, u2 − t2)
= gcd(13, u2 − t2)
= 1 または 13

であるから，
(4u2 + 9t2, u2 − t2, w) = (13k2, 13 �2, 13k �) または (k2, �2, k �)

を満たす互いに素な自然数 k, �が存在する。
xとmはともに奇数であるから，(5)より

tと uはともに奇数

であり，
4u2 + 9t2 ≡ 4 + 9 ≡ 5 (mod 8)

となって，4u2 + 9t2は平方数になることはないから
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4u2 + 9t2 = 13k2 (8)
u2 − t2 = 13�2 (9)

の場合に限られる。 (8) − (9) × 4 より
13t2 = 13k2 − 13 4� 2

t2 + 4�2 = k2 (10)
(8) + (9) × 9 より

13u2 = 13k2 + 13 9�2

u2 = k2 + 9�2 (11)
ここで tと �が共通な素因数 pをもつとすれば，(9)より p |u となって tと uが互い
に素であることに反するから，

tと �は互いに素
である。さらに， tは奇数であることより

tと 2�は互いに素
であるから，(10)にピタゴラス方程式の定理注1を適用することができて，

t = α2 − β 2, 2� = 2αβ , k = α2 + β 2

を満たす互いに素な自然数α , βが存在する。 (11)に代入すると
u2 = (α2 + β 2)2 + 9(αβ)2 = α4 + 11α2β 2 + β 4 (12)

(6), (2)より
u2 � u2v2 = (3y)2 � (3xy)2 < z2

となるから，(12)の成立は zの最小性に反する。 �

注 1 互いに素な自然数 x, y, zがピタゴラス方程式
x2 + y2 = z2

を満たすとき，
x = m2 − n2, y = 2mn, z = m2 + n2

または
x = 2mn, y = m2 − n2, z = m2 + n2

であるような偶奇が異なる互いに素な自然数m, nが存在する。
証明は，[ 1 ] pp.20− 22 または [ 3 ]注 5 を参照のこと。
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