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α, βを複素数とし，複素数平面上の点O(0 ), A(α), B(β), C(|α|2), D(αβ)を考え

る。3点O, A, Bは三角形をなすとする。また，複素数 zに対し，Im(z)によって zの

虚部を表すことにする。以下の問いに答えよ。

(問 1) �OABの面積を S1, �OCDの面積を S2とするとき，
S2

S1
を求めよ。

(問 2) �OABの面積 S1は
1
2

∣∣Im(αβ)
∣∣で与えられることを示せ。

(問 3) 実数 a, bに対し，複素数 zを z = a + biで定める。1 � a � 2, 1 � b � 3の

とき，3点O(0 ) , P(z) , Q
( 1

z

)
を頂点とする�OPQの面積の最大値と最小値

を求めよ。

出典：2020年 熊本大学 理系学部

解答
(問 1) |α|2 = αα より

|α|2 : αβ = α : β

であることに注意すると，原点Oを中心に
�OABを arg αだけ回転して |α|倍すると�OCDになる。

特に，相似比は 1 : |α|であるから，面積比は
S2

S1
= |α|2 (答)

(問 2) 点C(|α|2)が実軸上にあることに注目すると
S2 =

1
2

|α|2 ∣∣Im(αβ)
∣∣

であるから，問 1より

S1 =
S2

|α|2 =
1
2

∣∣Im(αβ)
∣∣

(証明おわり)

(問 3) 問 1, 問 2より，�OPQの面積 Sは

S =
1
2

∣∣∣∣ Im
(

z

z

)∣∣∣∣
ここで，

z

z
=

a − bi

a + bi
=

(a − bi)2

(a + bi)(a − bi)
=

a2 − b2 − 2ab i

a2 + b2
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であるから，a > 0 , b > 0 のとき

S =
ab

a2 + b2
=

1
a
b

+ b
a

m =
b

a
とおくと，

S =
1

m + 1
m

であり，1 � a � 2, 1 � b � 3 より
1
2

� m � 3
O a

b

1 2

1

3

である。

f(m) = m +
1
m

( 1
2

� m � 3
)

とおくと

f ′(m) = 1 − 1
m2

1
2

< m < 3 において

f ′(m) < 0 ⇐⇒ 1 <
1
m2

⇐⇒ m2 < 1 ⇐⇒ 1
2

< m < 1

であるから，
1
2

� m � 3 における f(m)の増減は

f(m) 1
2

1 3

f ′(m) − 0 +
f(m) ↘ 極小 ↗

である。

f
( 1

2

)
=

1
2

+ 2 =
5
2

=
15
6

f(1) = 1 + 1 = 2

f(3) = 3 +
1
3

=
10
3

=
20
6

であることを考えると，S =
1

f(m)
の

最大値は
1
2

, 最小値は
3
10

(答)

である。
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(注) S =
ab

a2 + b2 を導くのに，問 1, 問 2は必ずしも用いてなくてもよい。

z = a + bi 　
1
z

=
a − bi

(a + bi)(a − bi)
=

a − bi

a2 + b2

であるから，ab平面上における公式を用いて，�OPQの面積は

S =
1
2

∣∣∣∣a −b

a2 + b2 − b
a

a2 + b2

∣∣∣∣ =
ab

a2 + b2
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