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複素数平面上において，単位円上に異なる 3点A, B, Cがある。3直線 BC, CA,

ABのいずれの上にもない点P(w)を考える。Pから直線BC, CA, ABに下ろした垂

線の足を，それぞれ A′, B′, C′とする。

ここで，単位円とは原点を中心とする半径 1の円のことである。また，点 Pから直

線 �に下ろした垂線の足とは，Pを通り �に垂直な直線と �の交点のことである。

(1) A(α), B(β)とするとき，直線AB上の点 zは

z + αβz = α + β

を満たすことを示せ。

(2) A(α), B(β), C′(γ ′)とするとき，

2 γ ′ = α + β + w − αβw

を示せ。

(3) A′, B′, C′が一直線上にあるとき，Pは単位円周上にあることを示せ。

出典：2021年 滋賀医科大学

解答
(1) 点 zが直線AB上にあるとき

z − α

β − α
は実数

であるから，
z − α

β − α
= z − α

β − α

z − α =
(
β − α

) z − α

β − α

αα = |α|2 = 1, ββ = |β |2 = 1より

z − 1
α

=
( 1

β
− 1

α

)
z − α

β − α
= − 1

αβ
(z − α) = − 1

αβ
z + 1

β

1
αβ

z + z = 1
α

+ 1
β

∴ z + αβ z = α + β (証明おわり)
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(2) 点 γ ′は直線AB上にあるから，(1)より
γ ′ + αβγ ′ = α + β · · · · · · 1©

C′P⊥ABより
(

w − γ ′

α − β

)
= − w − γ ′

α − β

αα = |α|2 = 1, ββ = |β |2 = 1より

w − γ ′ = −(
α − β

) w − γ ′

α − β
= −

( 1
α

− 1
β

)
w − γ ′

α − β
= w − γ ′

αβ

αβw − αβγ ′ = w − γ ′

∴ γ ′ − αβγ ′ = w − αβw · · · · · · 2©
1© + 2©より

2γ ′ = α + β + w − αβw · · · · · · 3©
(証明おわり)

(3) (2)は α → β, β → γ, γ ′ → α ′としても成り立つから
2α′ = β + γ + w − βγw · · · · · · 4©

4©− 3©より
2(α ′ − γ ′) = γ − α + (αβ − βγ)w = (α − γ)(βw − 1)

であり，同様にして
2(β ′ − γ ′) = (β − γ)(αw − 1)

も成り立つから
α ′ − γ ′

β ′ − γ ′ = α − γ

β − γ

βw − 1
αw − 1

· · · · · · 5©

3点α ′, β ′, γ ′は一直線上にあるから
(

α ′ − γ ′

β ′ − γ ′
)

= α ′ − γ ′

β ′ − γ ′

であり， 5©より
α − γ

β − γ

βw − 1
αw − 1

= α − γ

β − γ

βw − 1
αw − 1

α = 1
α

, β = 1
β

, γ = 1
γ
より

( 1
α

− 1
γ

)( 1
β

w − 1
)

(β − γ)(αw − 1)

=
( 1

β
− 1

γ

)( 1
α

w − 1
)

(α − γ)(βw − 1)

− 1
αγ

( 1
β

w − 1
)
(αw − 1) = − 1

βγ

( 1
α

w − 1
)
(βw − 1)

(w − β)(αw − 1) = (w − α)(βw − 1)
α|w|2 − w − αβw + β = β|w|2 − w − αβw + α
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(α − β)(|w|2 − 1) = 0

α − β �= 0 より
|w|2 − 1 = 0 ∴ |w| = 1

よって，点 P(w)は単位円周上にある。 (証明おわり)
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