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三角形ABCの各辺の長さを BC = a, CA = b, AB = cとする。

(1) ∠Cが直角であるとき，頂点Cから辺ABにおろした垂線の長さを hとするとき，
1
a2

+ 1
b2

= 1
h2

が成り立つことを示せ。

(2) ak + bk = ck (k > 2)であるとき，次の等式を成り立たせるような点Dが線分AB
上に存在することを示せ。

1
ak

+ 1
bk

= 1
dk

(dは線分 CDの長さ)

解答
(1) 三平方の定理より

a2 + b2 = c2 · · · · · · 1©
三角形ABCの面積を 2通りに表すと

1
2

ab = 1
2

ch · · · · · · 2©
1©かつ 2©より cを消去すると

b2 + a2 =
(

ab

h

)2

両辺を a2b2で割ると
1
a2

+ 1
b2

= 1
h2

(証明おわり)

(2) ak + bk = ck · · · · · · 3©
のとき

1
bk

+ 1
ak

=
(

c
ab

)k

であるから，

d = ab
c

· · · · · · 4©

とおくと 1
ak

+ 1
bk

= 1
dk
が成り立つ。

�ABCにおいて余弦定理より

cosA = b2 + c2 − a2

2bc

AD = xとおくと，�ADCにおいて余弦定理より A B

C

D

ab
d

x

cd2 = x2 + b2 − 2bx
b2 + c2 − a2

2bc
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cx2 − (b2 + c2 − a2)x + c(b2 − d2) = 0
4©より

cx2 − (b2 + c2 − a2)x + b2c
(
1 − a2

c2

)
= 0 · · · · · · 5©

0 < x < cの範囲に 5©を満たす実数 xが存在することを示せばよい。

f(x) = cx2 − (b2 + c2 − a2)x + b2c
(
1 − a2

c2

)

とおくと， 3©より a < c , b < cであるから

0 <
b2 + c2 − a2

2c
< c

であり，

f(0) = b2c
(
1 − a2

c2

)
> 0

f
(

b2 + c2 − a2

2c

)
= c

(
b2 + c2 − a2

2c

)2− (b2 + c2 − a2)2

2c
+b2c

(
1− a2

c2

)

= − 1
4c

(b2 + c2 + a2)2 +
b2(c2 − a2)

c

=
−(b2 + c2 − a2)2 + 4b2(c2 − a2)

4c

=
−(b2 − c2 + a2)2

4c
< 0 ( k �= 2より a2 + b2 �= c2)

f(c) = a2c
(
1 − b2

c2

)
< 0

であるから，2次方程式 f(x) = 0は 0 < x <
b2 + c2 − a2

2c
と b2 + c2 − a2

2c
< x < c

の範囲に解をもつ。よって，条件を満たす点Dが存在することが示された。
(おわり)

(注) 本問は存在を示せばよいだけであるが，2次方程式 f(x) = 0は容易に解くことが
できる。

f(x) = c
(
x − b2 + c2 − a2

2c

)2
+ f

(
b2 + c2 − a2

2c

)

= c
(
x − b2 + c2 − a2

2c

)2 − (b2 − c2 + a2)2

4c
= 0

(
x − b2 + c2 − a2

2c

)2
=

(
b2 − c2 + a2

2c

)2

x − b2 + c2 − a2

2c
= ± b2 − c2 + a2

2c

∴ x = b2

c
,

c2 − a2

c
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