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楕円E : x2

4
+ y2 = 1の焦点の 1つを Fとし，∠PFQ = π

2
を満たすように楕円E上

に 2点 P, Qをとるとき，三角形 PFQの面積 Sの最大値を求めよ。

解答
F(

√
3 , 0), F′(−√

3 , 0)とし，

P(r cos θ, r sin θ), Q
(
r cos

(
θ + π

2

)
, r sin

(
θ + π

2

))
(r > 0 , 0 � θ < 2π)

として題意の一般性を損なわない。

∠PFF′ = π − θ または θ − π

であるが，
cos(π − θ) = cos(θ − π)

であることに注意する。楕円の性質より
FP + F ′P = r

であることも考えて，�FPF′に余弦定理を適用すると
(4 − r)2 = r2 + (2

√
3 )2 − 2 r 2

√
3 cos(π − θ)

16 − 8r = 12 + 4
√

3 r cos θ

(8 + 4
√

3 cos θ)r = 4

∴ FP = r = 1
2 +

√
3 cos θ

これは楕円の極方程式を表すから

FQ = 1

2 +
√

3 cos
(
θ + π

2

) = 1
2 −√

3 sin θ

�PFQの面積 Sは

S = 1
2

FP FQ = 1
2(2 +

√
3 cos θ)(2 −√

3 sin θ)
1
S

= 2(2 +
√

3 cos θ)(2 −
√

3 sin θ)

= 8 + 4
√

3 (cos θ − sin θ)− 6 sin θ cos θ · · · · · · 1©
ここで，

t = cos θ − sin θ · · · · · · 2©
とおくと

t2 = cos2 θ − 2 cos θ sin θ + sin2 θ = 1 − 2 sin θ cos θ

∴ sin θ cos θ = 1 − t2

2
· · · · · · 3©

2©を合成すると
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t =
√

2
(

1√
2

cos θ − 1√
2

sin θ

)

=
√

2
(
cos θ cos π

4
− sin θ sin π

4

)

=
√

2 cos
(
θ + π

4

)

0 � θ < 2πより
π

4
� θ + π

4
< 2π + π

4
であるから，

−
√

2 � t �
√

2 · · · · · · 4©
2©, 3©を 1©に代入すると

1
S

= 8 + 4
√

3 t − 6 1 − t2

2
= 3t2 + 4

√
3 t + 5

= 3
(

t + 2√
3

)
2

+ 1

− 2√
3

− (−√
2 ) =

√
6 −√

4√
3

> 0 より − 2√
3
は 4©の範囲に含まれるから，

1
S
は t = − 2√

3
において最小値 1をとる。

よって，
Sの最大値は 1 (答)

である。
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