
図チャレ 第259回 (2023年4月)

xy平面上の曲線 Cを，媒介変数 tを用いて次のように定める。

x = t + 2 sin2 t, y = t + sin t (0 < t < π)

以下の問いに答えよ。

(1) 曲線 Cに接する直線のうち y軸と平行なものがいくつあるか求めよ。

(2) 曲線 Cのうち y � xの領域にある部分と直線 y = xで囲まれた図形の面

積を求めよ。

出典：2023年 九州大学

解答
(1) tで微分すると

dx

dt
= 1 + 2 2 sin t cos t = 1 + 2 sin 2t

dy

dt
= 1 + cos t

接ベクトル
(

dx

dt
,

dy

dt

)
が y軸と平行となるのは

dx

dt
= 1 + 2 sin 2t = 0, すなわち sin 2t = − 1

2
のときであり，0 < 2t < 2π より

2t = 7
6

π,
11
6

π ∴ t = 7
12

π,
11
12

π

よって，Cの接線のうち，y軸と平行なものは
2本 (答)

ある。

(2) 0 < t < π における動点 ( t + sin2 t, t + sin t )の動きをまとめると

t (0) 7
12

π
11
12

π (π)

dx

dt
(1) + 0 − 0 +

dy

dt
(2) + + + (0)

C (0, 0) (π, π)

0 < t < π において

x = y ⇐⇒ 2 sin2 t = sin t ⇐⇒ sin t = 1
2

⇐⇒ t = π

6
,

5
6

π

曲線 Cは yの関数 x = f(y)のグラフとみなすことができて，直線 y = xとは 2点
— 1 — c©早稲田数学フォーラム



(
π

6
+ 1

2
,

π

6
+ 1

2

)
,

( 5
6

π + 1
2

,
5
6

π + 1
2

)

で交わり，0 < y < π において囲まれた部分は
π

6
+ 1

2
� y � 5

6
π + 1

2
, y � x � f(y)

となるから，求める面積 Sは
x

y

O π

π

S =
∫ 5

6
π+ 1

2

π
6

+ 1
2

{f(y) − y} dy

ここで，∫ 5
6

π+ 1
2

π
6

+ 1
2

f(y)dy =
∫ 5

6
π

π
6

x
dy

dt
dt

=
∫ 5

6
π

π
6

(t + 1 − cos 2t)(1 + cos t)dt

=
∫ 5

6
π

π
6

(
t+1−cos 2t+cos t− cos 3t + cos t

2
+ t cos t

)
dt

=
[ 1

2
t2 + t − 1

2
sin 2t − 1

6
sin 3t + 1

2
sin t + t sin t

]5
6

π

π
6

−
∫ 5

6
π

π
6

1 sin t dt

= 1
2

25 − 1
62 π2 +

( 5
6

π − π

6

)
− 1

2

(
−
√

3
2

−
√

3
2

)

− 1
6

(1 − 1) + 1
2

( 1
2

− 1
2

)
+

( 5
12

π − π

12

)

−
[
− cos t

]
π
6

5
6

π

= π2

3
+ π +

√
3

2
+ cos 5

6
π − cos π

6

= π2

3
+ π −

√
3

2
であるから，

S = π2

3
+ π −

√
3
2

−
∫ 5

6
π+ 1

2

π
6

+ 1
2

y dy

= π2

3
+ π −

√
3
2

−
[ 1

2
y2

]5
6

π+ 1
2

π
6

+ 1
2

= π2

3
+ π −

√
3
2

− 1
2

{( 5
6

π + 1
2

)2 −
(

π

6
+ 1

2

)2
}

= 2
3

π −
√

3
2

(答)
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