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xyz平面において，5点A(3, 0, 0), B(0, 3, 0), C(0,−3, 0), D(3, 0, 3), P(0, 0, 1)をと

る。点Pを通り x軸に平行な直線を �とする。四面体ABCDを �の周りに 1回転させ

るとき，この四面体が通過する部分の体積 V を求めよ。ただし，四面体は内部を含む

ものとする。

出典：2025年 熊本大学

解答
0 � t � 3とするとき，四面体 ABCDの平面 x = tによる断面は
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2点 (t , 3 − t , 0), (t , 0, 1)間の距離は√
(3 − t − 0)2 + (0 − 1)2 =

√
t2 − 6t + 10

2点 (t , 3 − t , t), (t , 0, 1)間の距離は√
(3 − t − 0)2 + (t − 1)2 =

√
2t2 − 8t + 10

(i) 0 � t < 1 のとき
断面の長方形を �のまわりに回転させると，半径

√
t2 − 6t + 10 の円と半径 1− tの

円にはさまれた領域となるから，回転体の断面積 S(t)は
S(t) = π(t2 − 6t + 10) − π(1 − t)2 = π(−4t + 9)

(iI) 1 � t � 3 のとき
断面の長方形を �のまわりに回転させると，

√
t2 − 6t + 10 と

√
2t2 − 8t + 10 のう

ち大きい方を半径とする円の周および内部となるが，
2t2 − 8t + 10 − (t2 − 6t + 10) = t(t − 2)

を考えて，回転体の断面積 S(t)は

S(t) =
{

π(t2 − 6t + 10) (1 � t � 2)
π(2t2 − 8t + 10) (2 � t � 3)

四面体 ABCDを �のまわりに回転させてできる立体の体積 V は

V =
∫ 3

0
S(t)dt

= π

∫ 1

0
(−4t + 9)dt + π

∫ 2

1
(t2 − 6t + 10)dt + π

∫ 3

2
(2t2 − 8t + 10)dt

— 1 — c©早稲田数学フォーラム



= π
[
−2t2 + 9t

]1

0
+ π

[ 1
3

t3 − 3t2 + 10t
]2

1
+ π

[ 2
3

t3 − 4t2 + 10t
]3

2

= π

{
7 + 8−1

3
− 3×(4−1) + 10 + 2

3
×(27−8) − 4×(9−4) + 10

}

=
(
7 + 7

3
− 9 + 10 + 38

3
− 20 + 10

)
π

= 13π (答)
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